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RESUMO

Esse trabalho aborda o estudo do nimero complexo e aplicacdo na area da geometria, com
objetivo de compreender que tal conhecimento pode ser relevante no ensino bésico. Histori-
camente o desenvolvimento dos nimeros complexos levou cerca de 300 anos pra formalizar
como um conjunto de nimeros complexos onde fosse possivel obter solucdo para equagdes do
tipo x> = —1 e outra com as caracteristicas semelhantes. As solucées desse tipo de equaciio
foram descritas por Euler como sendo do tipo x = +v/—1 = +i e x = —/—1 = —i, assim
possibilitou a construcao do conjunto dos niimeros complexos, onde i é chamado unidade
imaginaria do nimero z. Entretanto, esse conjunto passou a ser melhor compreendido
quando K. F. Gauss e Jean-Robert Argand descobriram de modo independente que Z po-
deria ser representado geometricamente. E fato que o nimero z nio é uma prioridade no
ensino basico no Brasil, muito por conta da nova tendéncia de flexibilizacdo do contetido que
aparece cada vez menos nos vestibulares nao sendo exigido no Exame Nacional do Ensino
Médio. No entanto é importante que o aluno do ensino basico conheca a vantagem da utilizagdo
do conjunto para melhor compreensdo de raizes de equacdo do 2° grau nio reais. O formalismo
do conjunto z € tratado nos cursos de graduacdo com varias aplicagdes nas dreas da matemadtica,
Fisica, engenharia e etc. Apesar nao utilidade no ensino bdsico, faz-se necessario realizar uma
abordagem do conceito do nlimero z como um operador algébrico responsdvel em girar um vetor
90°. A partir dessa abordagem foi possivel aplicar alguns problemas na drea da geometria, como
no movimento lunar (aplica¢do da 2° férmula de Moivre), angulo entre retas, raiz cibica de
um numero ndo real, solugdes de sistemas a duas varidveis que envolve nimeros complexos
com enfase na geometria plana. Observa-se, nesse sentido a grande vantagem em considerar
aplicabilidade do conjunto dos nimeros complexos em outras dreas do conhecimento e devido
a essa vantagem, poderia fazer parte dos contetdos a nivel do ensino basico. Dessa forma,
levando em conta os aspectos algébricos e geométricos na solucdo de varios problemas em
que se faz necessario o conhecimento do conjunto z, o professor teria, sem divida, um recurso
a mais para abordar alguns conteddos que estdao intrinsecos no ensino bdsico e que exige a
buscar de métodos que facilitem o aprendizado. Conclui-se com a pesquisa que 0 conjunto
dos nimeros complexos t€m as vantagens de ampliar o aprendizado utilizando os conceitos de
nimero complexo como um operador algébrico e com a vantagem em aplicacdes na geometria e

outros segmentos do conhecimento cientifico.

Palavras-chaves: Historia; Interpretacio Geométrica; geometria; Ensino Basico; Aprendizagem

e Aplicacdo.



ABSTRACT

This work addresses the study of the complex number and application in the area of
geometry, with the aim of showing that such knowledge can be relevant in basic education.
Historically, the development of complex numbers took about 300 years to formalize as a set of
complex numbers where it was possible to obtain a solution for equations of the type x*> = —1
and another with similar characteristics. The solutions of this type of equation were described by
Euler as being of the type x = 4++/—1 = +i and x = —v/—1 = —i, thus enabling the construction
of the set of complex numbers, where i is called an imaginary unit of the number z. However,
this set came to be better understood when K. F. Gauss and Jean-Robert Argand independently
discovered that Z could be represented geometrically. It is a fact that the number z is not a
priority in basic education in Brazil, largely because of the new tendency of content flexibility
that appears less and less in the entrance exams and is not required in the National High School
Exam. However, it is important that the elementary school student knows the advantage of
using the set to better understand non-real 2nd degree equation roots. The formalism of set z is
treated in undergraduate courses with various applications in the areas of mathematics, physics,
engineering and etc. Although not useful in basic education, it is necessary to approach the
concept of the number z as an algebraic operator responsible for rotating a vector 90°. From
this approach it was possible to apply some problems in the area of geometry, such as in the
lunar movement (application of the 2nd Moivre formula), angle between lines, cube root of a
non-real number, systems solutions to two variables involving complex numbers with emphasis
on plane geometry. In this sense, there is a great advantage in considering the applicability of
complex numbers in other areas of knowledge and due to this advantage, it could be part of the
content at the level of basic education. Thus, taking into account the algebraic and geometric
aspects in the solution of several problems in which it is necessary to know the set z, the teacher
would undoubtedly have one more resource to address some contents that are intrinsic in basic
education and that requires looking for methods that facilitate learning. It is concluded with the
research that the set of complex numbers has the advantages of expanding the learning using the
concepts of complex number as an algebraic operator and with the advantage in applications in

geometry and other segments of scientific knowledge.

Key words: History; Geometric interpretation; geometry; basic education; Learning and Appli-

cation.
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1 INTRODUCAO

O trabalho aborda como objetivo geral, estudar os nimeros complexos com enfase nas
em mostrar as aplicacdes com intuito de compreender a relevancia desse conjunto no ensino
basico. Em relacdo aos objetivos especificos, Desenvolver historicamente a origem dos nimeros
complexos a partir de Cardano, K. F. Gauss e Jean-Robert Argand para uma melhor compreensao
dos fatos e desenvolvimento e compreensao na representacdo geométrica desse nimeros no plano
cartesiano; Definir de maneira formal o conjunto dos nimeros complexos e suas propriedades
com a possivel conexdes entre os métodos algébricos e os conceitos geométricos, mostrando as
representacdes geométricas das propriedades deles na forma algébrica e na forma trigonométrica
no plano de Argand-Gauss com a utilizagdo do auxilio do software matematico Geogebra.
Compreender que a unidade imagindria representa um operador algébrico que intrinsecamente
estd ligado a rotacdo de uma reta ou um vetor de um angulo de 90°0 que leva a expressdao como
um vetor obtido das varias rotagdes no plano cartesiano, tomando como resultado o resto da
divisdo o que conduz a a unidade imagindria a ser obtida a partir da rotacdo do vetor. Aplicacdo
dos nimeros complexos para determinar posi¢cao da lua com utilizacdo da segunda férmula de
Moive, demonstracdo dos angulos entre retas e utilizacdo do nimero complexo como operador
na solucdo de diferentes aplicagdes e argumentos geométricos atrelados ao conceitos algébricos

pra facilitar o entendimento.

Quanto a justificativa do trabalho, entende-se que o conceito de operador algébrico tem a
vantagem de utilizar em diferentes problemas para complementar o ensino a partir de um olhar
geométrico e analitico para a drea da geometria o que vem ampliar o aprendizado de alguns

contetdos a nivel de ensino basico com a utilizagio desse conceito.

No terceiro capitulo, define-se de maneira formal o conjunto dos niimeros complexos
e suas propriedades buscando sempre que possivel conexdes entre os métodos algébricos e os
conceitos geométricos. Nesse contexto, faz-se as representacdes geométricas das propriedades
dos niimeros complexos na forma algébrica e na forma trigonométrica no plano de Argand-Gauss
com o auxilio do software matematico Geogebra. Mostra-se também como podem-se resolver

alguns problemas com o auxilio dos conceitos de geometria.

No quarto capitulo, mostra-se que a unidade imagindria faz uma reta ou um vetor girar
de um angulo de 90°, com isso verifica-se que a unidade imagindria pode ser obtida a partir da
rotacdo de um vetor. mostra-se também que os nimeros complexos pode ser utilizados para
determinar o angulo entre duas retas, nesse caso utiliza-se a forma algébrica para determinar
esse angulo. Faz-se uso também dos conceito geométricos para determinar a solug¢do de proble-
mas envolvendo nimeros complexos. desenvolve-se algumas aplicagdes a cerca dos nimeros

complexos enfatizando aspectos geométricos, visando proporcionar um significado mais amplo
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para esse conjunto, uma vez as defini¢des sao pautadas em argumentos algébricos.

No quinto capitulo faz-se outras aplicagdes dos nimeros complexos como por exemplo,
como determinar posi¢do da lua utilizando a segunda férmula de Moive, entre outros. Portanto,
com base nos métodos de solucdo nas diferentes aplicagdes por vezes utilizando argumentos
geométricos atrelados ao conceitos algébricos pra facilitar o entendimento, nota-se a importancia
dos ndmeros complexos. Nesse sentido busca-se abordagem que visa complementar o ensino dos
nimeros complexos a partir de um olhar geométrico, desta forma tentar facilitar o aprendizado,
com isso mostrar que podem ser trabalhados de forma efetiva dentro das escolas e até nas

universidades, uma vez que facilitam o entendimento da realidade.
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2 CONTEXTO HISTORICO

Neste capitulo fala-se uma pouco de como foi o surgimento do que hoje conhecemos
como conjunto dos nimeros complexos, para da embasamento tedrico utilizou-se as referéncias
(6], [8], [9], [10] e [11].

Apesar de encontrarmos mengdes a raiz de nimeros negativos em autores da antiguidade,
como por exemplo a expressao /81 — 144, que aparece em uma obra de Heron de Alexandria
(século 7), ou /1849 — 2016, que apareceu na tentativa de Diofanto (século I1I) de resolver
a equacdo 336x” +24 = 172x,mas foi apenas no século XV I, com os matemdticos Italianos
que tais raizes comecaram a aparecer frequentemente. Durante algum tempo, a resolucao de
equacdes sempre era um fato motivava varios matematicos. Nessa época as equagdes polinomiais
do 2°grau que apresentavam raizes quadradas de nimeros negativos eram consideradas sem
resoluc¢do, e com isso o objetivo dos matematicos da época era desenvolver um método com o

qual fosse possivel determinar as solugdes de uma equacio polinomial do 3° grau.

No inicio do século XV, Scipione del Ferro (1465 — 1526), que era professor da Univer-
sidade de Bolonha, conseguiu resolver uma equacio cubica do tipo x> + bx = ¢. Apesar de ter
conseguido resolver esse tipo de equacao Del Ferro ndo publicou seu método, apenas guardou o
segredo para que pudesse usar em uma futura batalha intelectual, fato este era comum na época,
o que frequentemente aconteciam e também serviam de avaliacdo cientifica dos participantes.
Nesse contexto entra no cendrio Niccolo Fortana (1499(?) — 1557), natural de Bréscia na Itdlia.
No ano de 1512 sua cidade natal foi invadida pelos Franceses, Niccolo foi seriamente ferido por
golpes de sabre, porém sobreviveu, mas ficou com sequela pro resto da vida a gagueira, dai o
apelido Tartaglia (Gago). Felizmente sua brilhante mente ndo fora afetada e ainda bem jovem,
como auto didata, se tornou um respeitavel professor de matematica. Entretanto Scipione faleceu
sem publicar seus resultados, divulgando-os apenas para um pequeno grupo de pessoas dentre
eles Antonio Maria Del Fiore, de posse desse resultado Fiore tentou ganhar seu espaco entre os
matematicos e no ano de 1535 desafiou Tartaglia, para um duelo de resolucdo de problemas fato
que era comum naquela época. O desafio consistia na resolugdo de trinta problemas para cada
um, propostos pelo oponente. Tartaglia estava comecando a se destacar no cendrio matemético
da época e prontamente aceitou o desafio. Todos os problemas propostos por Fiore para Tartaglia
recaiam no caso particular da equagdo cubica cuja solugdo ele conhecia, Tartaglia sabia que seu
adversdrio conhecia a solucao, mas o que Fiore ndo sabia era que Tartaglia também deduziu a

férmula e foi ainda mais longe deduzindo a férmula para a equacgdo do tipo:
X+ px*+qg=0

Tartaglia venceu o desafio com ampla vantagem, pois conseguiu resolver todos os
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problemas propostos por Fiore, no entanto seu adversédrio ndo conseguiu resolver nem a metade
dos problemas impostos por Tartaglia, e saiu humilhado do desafio. A esmagadora vitdria de
Tartaglia e sua descoberta fizeram com que sua fama crescer e gera grande repercussio entre 0s

matematicos da época.

Em 1539, Cardano (Girolamo Cardano, 1501-1576), convenceu Tartaglia a revelar seu
método de resolugdo de equacdes cubicas, sob o juramento de que nio publicaria antes de
Tartaglia. Ao comecar a estudar a féormula de Tartaglia, cardano deparou-se com raizes de
numeros negativos. E entdo escreveu para Tartaglia, relatando suas dificuldades com tais raizes,
entretanto Tartaglia ndo o ajudou, pois estava arrependido de ter revelado sua férmula. Muito
provavelmente Tartaglia ndo tenha entendido que um novo conjunto de nimeros estavam surgindo

naquele momento na matematica.

Em 1543, Cardano descobriu, ao tomar conhecimento do trabalho de Del Ferro, que
Tartaglia ndo era o unico que tinha descoberto a solu¢do das equagdes ctubicas. Assim na visdo de
Cardano isso desobrigava de sua promessa feita a Tartaglia. Havia jurado ndo revelar a férmula
de Tartaglia, mas nio a de Del Ferro. E em 1545 publicou sua obra Ars Magna (Arte Maior), na
qual revelava a solug¢do de equacdes cubicas e quarticas, além de todo seu trabalho produzido
ap6s o conhecimento da férmula de Tartaglia. Cardano e del Ferro receberam os créditos pela
descoberta, Tartaglia ficou furioso, mas hoje em dia existe alguns livros no qual a férmula que

resolve as equagdes cubicas € chamada de férmula de Cardano-Tartaglia.

A importancia do trabalho de Cardano foi apresentar raizes de nimeros negativos nas
aplicacdes da formula para resolver equagdes cuibicas nos casos irredutiveis. Em uma passagem
da Ars Magna, Cardano estuda a divisdo do nimero 10 em duas partes de modo que seu produto
fosse 40. O que equivale a x(10 —x) = 40, ou seja, x2 — 10x — 40 = 0, donde resulta 5+ /—15
e 5—+/—15. Escreveu Cardano: “Desprezando a tortura mental envolvida, multiplicando 5 +
v/—15 por 5 — y/—15, obtemos 25 — (—15) = 40. (...) E assim vai toda sutileza aritmética, da
qual isso, como eu havia dito, € tdo sutil quanto inutil ”. Nem mesmo Cardano compreendeu seu
trabalho com as raizes de nimeros negativos, durante muitas décadas, todos os que trabalharam
com essas raizes nao fizeram com fé. Nao havia como negar a insuficiéncia dos nimeros reais
para se tratar das equagdes, uma vez que ao aplicar a férmula na equagio x> — 15x —4 = 0,
obteve o seguinte resultado x = C/ 24+v/—121+ \3/ 2 —+/—121, dai ndo soube transformar no

numero 4, que era uma das solu¢des procuradas, a qual ele ja conhecia.

Surge um novo personagem nessa historia, e é quem vai tirar a matematica desse impasse
que foi Bombelli (Rafael Bombelli, ca.1530-1579), um notdvel matemaético, que estudou pro-
fundamente o trabalho de Cardano, principalmente os casos irredutiveis das equagdes cubicas,
que levavam a raizes de nimeros negativos. Observou que ao fazer v/2 ++/—121 = a+b/—1
e v/2—+/—121 = a— by/—1 (em notacio atual), chegou ao seguinte resultadoa =2, b=1¢e
assim x = 4. No entanto Bombelli foi ainda mais longe, em sua Algebra (1572) aparece pela

primeira vez uma teoria dos nimeros complexos até entdo bem estruturada e com uma notagao
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especifica. No entanto cada matemético que trabalhava a questdo fazia de modo diferente, num
trabalho de (Leonhard Euler, 1707-1783), de 1777, mas s6 publicado em 1794, define v —1 =1,
de forma que i = —1. Essa notacdo foi usado por outro matematicos da época, e a partir deste

momento tornou-se a nota¢ao padrao para representar um nimero complexo.

Contudo os nimeros complexos seguiam mantendo uma certa durea de mistério, na virada
do século XVIII para o XIX, com os trabalhos de Caspar Wessel (1745 — 1818), K. F. Gauss
(1777 — 1855) e Jean-Robert Argand (1786 — 1822) onde descobriram, independentemente
que um nimeros dessa forma admite uma representacao geométrica. Na atualidade um plano

cartesiano pra representar um niimero complexo é conhecida como plano de Argand-Gauss.

Finalmente, em 1837, Hamilton (Sir William Rowan Hamilton, 1805-1865), galgou os
ultimos degraus dessa descoberta reconhecendo que os nimeros complexos como sendo um par
ordenado de nimeros reais (a,b) e rescrevendo as definicdes geométricas de Gauss na forma

algébrica.
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3 NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo faz-se de formal as definicdes e propriedades que contemplam esse
conjunto. visa-se também uma interpretacdo geométrica, afim de facilitar o entendimento do

tema abordado, as quais sdo norteadas pelas principais referéncias [1], [3], [4], [S], [7] e [16].

3.1 Definicao

Dados os pares ordenados (a,b) e (c,d), pertencentes ao R? valem as seguintes definicdes:

1) Igualdade: dois pares ordenados sdo iguais se, € somente se, 0s primeiros termos sao

iguais e os segundos termos sdo iguais.
(a,b)=(c,d)<=a=ceb=d

2) Adicdo: chama-se Soma de dois pares ordenado a um novo par ordenado cujo o
primeiro e o segundo termos sdo, respectivamente, a soma dos primeiros e a soma dos segundos

termos dos pares dados.
(ab)+(c,d)=(a+c,b+d)

3) Multiplicacdo: chama-se de produto de dois pares ordenados a um novo par cujo o
primeiro termo € a diferenca entre o produto dos primeiros termos e o produto dos segundos
termos dos pares dados e cujo segundo termo é a soma dos produtos do primeiro termo de cada

par dado pelo segundo termo do outro.
(a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

O conjunto C € um conjunto cujos elementos - nimero complexo - devem ser tais que
possam ser somados e multiplicados, e também possibilitem a extracdo de raiz quadrada de
um ndimero negativo. uma boa maneira de definir esse conjunto € a proposta por Gauss em
1831 e reforcada por Hamilton em 1837, segundo o qual o conjunto dos niimeros complexos
€ o conjunto de pares ordenados de niimeros reais, em que estdo definidas: as propriedades de

adicdo e multiplicagdo.

Notagdo de um nimero complexo: um elemento (x,y) € C é representado por z. Assim

portanto C

z€C < z=(x,y), com x,y €ER
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3.1.1 Propriedades da adi¢do
A operacgdo de adicdo em C satisfaz as seguintes propriedades:

A1) Propriedade associativa;

Az) Propriedade comutativa;
Az) Existéncia do elemento neutro;

Ay) Existéncia do elemento simétrico;

Demonstracdo vide [1], paginas 3 e 4.

3.1.2 Subtragdo

Decorre das propriedade anterior que, dados os complexos z; = (x1,y1) € 22 = (x2,¥2),

existe um unico z € C tal que z; +z = 25.
O ndmero z é chamado diferenca entre z, e z; € denotado por z — z;, portanto:

22 —11 =Z2—Z'1 = (x2,¥2) 4+ (=x1,—y1) = (x2 —x1,52 —y1)

3.1.3 Propriedades da multiplicacio

A operacdo da multiplicacdo em C satisfaz as seguintes propriedades:
M) propriedade associativa;

M, ) propriedade comutativa;

M3) existéncia do elemento neutro;
My,) existéncia do elemento inverso;

Demonstracdo vide [1], paginas 4 e 5.

3.1.4 Divisao

Decorre da propriedade anterior que dados os complexos z; = (x1,y1) # (0,0) e 2o =

(x2,¥2), existe um unico z € C tal que z; -z = zp pois:
ziz=n=7(2=2- 2= 2u)z2=2" 2

3.2 Forma Algébrica

Consideremos o subconjunto R’ de C formado pelos pares ordenados cujo o segundo

termo € zero:
R =(xy)eCly=0
Fazem parte desse conjunto os pares (0,0), (1,0), (x,0), (y,0), (x+,0), (x-y,0),etc.

Seja f uma aplica¢do de R em R’ que leva a cada x € R ao par (x,0) € R
)
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Figure 1 — Representacdo da relagdo dos R nos C.

f:R— R
x — (x,0)

Fonte: Acervo do Autor.

Note que para todo par (x,0) € R', existe um correspondente x € R, isto mostra que f é
uma aplicacdo sobrejetiva. Além disso dados x € Re x| € R, com x # x1, cujo seus correspondente
sdo respectivamente (x,0) € R’ e (x1,0) € R’ sdo também distintos, isto corresponde dizer que a
aplicacdo f € injetiva, e portanto f € uma aplicacao bijetiva.

3.2.1 Unidade Imagindria

Chama-se unidade imaginaria e indica-se por i o nimero complexo (0, 1). Note que:

?=i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-14+1-0) = (—1,0) = —1

Ou seja a propriedade basica da uForma Trigonométricanidade imagindria é:

i?=—1

Aplicando a propriedade associativa da multiplicagdo, temos:

Mais geralmente, para todo n € N, tem-se:
R B R R R e
Dado um nimero complexo z = (x,y), temos:

z=(x,y) = (x,0)+(0,y) = (x,0)+ (y-0—0-1,y-14+0-0) = (x,0) + (,0) - (0, 1)

Isto é, z € da forma

Z=x+y-i
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Desta maneira, todo nimero complexo z = (x,y) pode ser escrito da formaz=x+y-i, a
qual é chamado forma algébrica. O numero real x é denominado parte real de z € o numero real

y € a parte imagindria de z e indica-se por:
x=Re(z) ey=1Im(z)

Assim um nimero complexo € um nimero real se a parte imagindria for nula. Por outro

lado um niimero complexo com y = Im(z) # 0 é imagindrio puro se a parte real for nula.
Exemplo: z=x+0i =xéreal z=0+yi =yi (y# 0) é imagindrio puro.

E mais conveniente utilizar a forma (z = x+ yi) do que o par ordenado (x,y) na repre-
sentacdo dos nimeros complexos, a qual facilita as operacdes. Igualdade: Dados dois nimeros
complexos z1 = a+ bi e 7o = c+di, tal que z; = 7, isto ocorre se, € somente se, tais nimeros

tem partes reais iguais e partes imagindrias iguais, ou seja, a =c eb =d.

Adicdo: Dados dois nimeros complexos z1 = a+bi e 7o = c+di, a soma z1 + 75 = 23,
onde z3 = (a+c¢) + (b+d)i, ou seja, a parte real é soma das partes reais de z; e z» e a parte

imagindria € a soma das partes imagindrias de z; e z5.

Figure 2 — Representacdo geométrica da Adi¢do de dois nimeros complexos

Im(z)
Y1+ Y2 o _
Y- ;
Y21-- ...................... "
: Re(z)
1 Tz T+ T2

Fonte: Acervo do Autor.

Para caso da subtracdo tem-se:

Multiplica¢do: Dados dois numeros complexos z; = a + bi e zp = ¢+ di, o produto

71 -22 = z3, onde z3 = (a+ bi) - (¢ + di), aplicando a propriedade distributiva e considerando que

i2 = —1, obtemos

z3=(a+bi)-(c+di)=(a-c—b-d)+(a-d+b-c)i

3.2.2 Conjugado de z

Chama-se conjugado de z = x+ yi a0 complexo Z = x — yi. Do ponto de vista geométrico,

pode considerar o conjugado como um ponto simétrico em relacdo ao eixo x. Observe que o
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Figure 3 — Representacdo geométrica da subtracao de dois niimeros complexos.

Yu|-------- 0

Fonte: Acervo do Autor.

afixo de z, (isto é, a representacdo grafica do conjugado de Z ). Consiste num ponto do plano

simétrico ao afixo de z, em relagcdo ao eixo real.
Exemplos:
)z=3+7i—=7=3-Ti
2)z=9-5=7=9+5i

Figure 4 — Representacdo Geométrica do conjugado de z.

Im(z)
y z=x+4Yyi
a X
o Re(z)
-y Z=xT— Y

Fonte: Acervo do Autor.

3.2.2.1 Propriedades do Conjugado de z
Se z e w sdo nimeros complexos, entio:
Dz+w=Z+w.
) z—w=7—w.
3NTW=7-W.

4)Sew # 0, tem — se :

—
T |
N—
I
Sl
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5)SezeR, z=7
6)Z=z.

7) Se n é um inteiro positivo, (7)" = 7.

As demonstrag¢des poder ser vistas pelos leitor em [3], paginas 164 e 165.

3.3 Forma Trigonométrica

Dado z = x+ yi um niimero complexo chama-se Norma o nimero real e positivo e é

denotado por:
N(z) =x*+y?

Denomina-se mddulo ou valor absoluto de um nimero complexo z = x + yi a0 nimero

real e positivo, dado por:

p=lzl=/N(i) = x4y
Exemplo: Seja z = 3 +4i, o mddulo de z é:

p=ldl = VIIR=VE = p=|]=5

3.3.1 Teorema 1l

Se z = x4+ yi for um nimero complexo qualquer, entdo vale as seguintes propriedades:

M |z[>0
) |zl =0=2z=0
(1) [z = [z]

(IV) Re(z) < |Re(2)| < 2]
(V) Im(z) < |Im(z)| < 2]

3.3.2 Teorema 2

Sejam z; e zp nimeros complexos quaisquer, entao:

D |z1- 22| = |z1] - |22]
() 2= £ (5 £0)
(D) |21 4 22| < |z1] + |22

Interpretacdo geométrica do médulo de z.
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Figure 5 — Representacdo geométrica do médulo de z.

Im(z)

y z=x+yi

Re(z)

Fonte: Acervo do Autor.

3.3.3 Argumento de

Denomina-se argumento de um nimero complexo z = x + yi, ndo nulo, ao angulo 0 e

indica-se por arg(z) tal que

cos(0) = e sin(0) = 2 onde p = |7]

Y
o
Observagoes:

1) A condigdo z # 0 garante p # 0

2) Existe pelo menos um angulo satisfazendo a defini¢éo pois:

. 2,2 2.2
cos?(0) +sin*(0) = (%)24- ([y_))z = x;gy = ;Iiz =1

3) Fixado o complexo z # 0, estdo também definidos cos(0) e sin(0), porém o angulo
0 pode assumir infinitos valores, congruentes dois a dois (congruéncia médulo 27). Assim, o
complexo z # 0 tem argumento

0=00+2km,kcZ
sin( 90) =

Onde 6y é chamado argumento principal de z, cujo cos(6p) = e0<6) <

X
p’
2.

Exemplo: determine o argumento dos nimeros complexos a seguir:

a)z=1+i

Sol:
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Figure 6 — Representacdo do argumento de z.

0 = arg(z) Re(z)

Fonte: Acervo do Autor.

y2 = 0=7+2knr — arg(z)=6p=7J

3.3.4 Plano de Argand-Gauss
O plano cartesiano no qual estdo representados os nlimeros complexos € denominado

plano complexo ou plano de Argand-Gauss. Um ponto P(x,y) é chamado afixo do niimero

complexo z = x + yi.
Figure 7 — Representacdo do Par ordenado no plano de Argand-Gauss.

P(a,b)

Fonte: Acervo do Autor.
Onde xOy é denominado plano de Argand-Gauss, Ox de eixo real, Oy de eixo imaginario

e P o afixo de z.
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Note que a distancia entre P e O é o mddulo de z, ou seja,

d(P,0)=p

E o angulo formado pelo eixo real com OP é 6, assim:
=X i —_—

cos(0) = 5 € sin(0) = 5

Portanto, 0 € o argumento principal de z.

Seja z = x 4 yi um numero complexo qualquer ndo nulo, tem-se:

= i=p-(* oY
t=xtyi=p- (X +i-3)

logo

z=p-(cos(0) + i-sin(6)) (3.1)

chamada forma Trigonométrica ou polar de z.

Exemplo: determinar a forma trigonométrica do nimero complexo z =1+41.

Solugdo:

p=VIZFiZ=12 )

cos(@):%zg — 0=71+2kn — arg(z) =7y
i _ Y _ 2

sin(6) = 5 =5 )

Assim, a forma trigonométrica de z € dada por:
z=p-(cos(0) + i-sin(0)) = v2-(cos(%) + i-sin(%))
Interpretacdo geométrica

Figure 8 — Representacdo de z = 1 4 no plano de Argand-Gauss.

Im(z)

1 P(1,1)

Re(z)

Fonte: Acervo do Autor.
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335

Multiplicag@o de nimeros complexos na forma Trigonométrica
Considere os nimeros complexos zj e zp, dados na forma trigonométrica:
z1 =p1-(cos(0;) + i-sin(6;))

72 = P2 -(cos(62) + i-sin(6s))

O produto z; -z € dado por:

Z1-22=pP1-P2-(cos(0; + 6,) + i-sin(6; + 6,)

Figure 9 — Produto de dois nimeros complexos na forma Trigonométrica.

P1* P2

P2 b
0=26,+06

9, 1+ 02

[ Re(z)

Fonte: Acervo do Autor.

Assim, o produto de dois nimeros complexos escritos na forma trigonométrica é o

nimero complexo cujo o médulo € igual ao produto dos médulos dos fatores e o argumento é

igual a soma dos argumentos dos fatores, onde 0 < arg(z; -z2) < 27

3.3.6

entao:

Potenciacdo de nimeros complexos na forma Trigonométrica

Dado o ndmero complexo z = p - (cos(0) + i-sin(0)), ndo nulo, e o nimero n € Z,

Z'=p"-(cos(nB) + i-sin(nb))

Chamada /¢ formula de Moivre.

Demonstragao:

Para demonstrar essa férmula vamos utilizar o principio da indugao finita.

I) Para n = 0, tem-se;

V=1
p?- (cos(0) +i-sin(0) = 1

IT) Supondo a férmula valida para algum n = k, entdo:

2K = p*-(cos(kB) + i-sin(k8))
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Mostraremos que vale também paran = k+ 1.
Note que:
FH =7k 2= p*-(cos(k@) + i-sin(kB))-p-(cos(@) + i-sin(8))
= (p*-p)-(cos(kO +0) + i-sin(k6 + 6))
= p**1. (cos((k+1)8) + i-sin((k+1)0))
Como a férmula se verifica para n = k+ 1, entdo a férmula € valida para todo n € N. De
modo, andlogo mostra-se parao casoden € Z_.
3.3.7 Radiciacdo de nimeros complexos

Dado um niimero complexo z, chama-se raiz enésima de z, e denota-se por /z a um

namero zi tal que.

Vi=z <= =2

3.3.7.1 Teorema

Considere os nimeros complexos z = p - (cos(0) + i-sin(0)) e o nimero natural

n (n > 2), entdo existem n raizes enésimas de z que sdo da forma
G=/P: [cos(%—f—k- 27”) + i-sin(%+k- 27”)]

Esta férmula € chamada de 2¢ férmula de Moivre, onde {/p € Ry e k € Z.

3.3.7.2 Interpretacdo geométrica

Sabendo que /z pode assumir n valores distintos porém com o mesmo mdédulo. Desta
forma, os afixo das n raizes sdo pontos da mesma circunferéncia, com centro na origem do plano

de Argand-Gauss € raio igual a y/p.

Além disso, os argumentos principais de y/z formam uma progressdo aritmética que
0

comegam com - € tem razao 27” Com isso, os afixos das n raizes enésimas de z dividem a

circunferéncia em n partes congruentes.
Se n = 2 s@o pontos diametralmente opostos;
ou
Se n > 3 s@o vértices de um poligono regular inscrito na circunferéncia.

Exemplo 1: Encontre as raizes cubicas de z = 8 e represente geometricamente o resul-
tado.

Solugdo:
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z=28
p=2_8
cos(G):%:I
sin(6) =5 =0

Entdo, 6 = 0, pela férmula deduzida, temos:

2= V/8-[cos(k- ) + i-sin(k- )], com k € {0,1,2.
Para k = 0, tem-se:

70 =2-[cos(0) + i-sin(0)] =2

Para k = 1, tem-se:

%}

z1=2-[cos(&) + i-sin(F)]=—-1+i-V3

Para k = 2, tem-se:

~

22 =2-[cos(*E) + i-sin(¥f)] =-1-i-V3

Portanto, os afixo de +/z dividem a circunferéncia de centro (0,0) e raio 2 em trés partes

congruentes.

Geometricamente obtém-se o seguinte resultado.

Figure 10 — Interpretacdo geométrica das raizes cubicas de z = 8.

—1+i‘\/§<

"

i

"

—1— H/ﬁ<

Fonte: Acervo do Autor.

Exemplo 2: Encontre as raizes quédricas de z = 81 e represente geometricamente o

resultado.
Solugdo:
z =281
p =381
cos(0) = 5 =1
sin(6) = 5 =0
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Logo, 8 = 0, e pela férmula deduzida, temos:

2z = /81 - [cos(k-ZE) + i-sin(k- &), comk € {0,1,2,3.
Para k = 0, tem-se:

z0 =3-[cos(0) + i-sin(0)] =3

Para k = 1, tem-se:

N
[\%}

21 =3-[cos(5F) + i-sin(FF)] =3i

Para k = 2, tem-se:

=3 [cos(%’r) + i-sin(%”)] =-3
Para k = 3, tem-se:
3=3- [cos(%”) + i~sin(6T)] = —3i

Portanto, os afixo de +/z dividem a circunferéncia de centro (0,0) e raio 3 em quatro

partes congruentes. Geometricamente tem-se:

Figure 11 — Interpretacdo geométrica das raizes quartas de z = 81.

Im(z)

3

Fonte: Acervo do Autor.

Exemplo 3: Encontre as raizes cubicas de z = 1 e represente geometricamente o resul-
tado.

Solucao:

z=1
p=1
cos(G):%:l
sin(6) = 5 =0

Entao, 6 = 0 e pela férmula deduzida, temos:

%= \3/I [cos(k-z?ﬂ") + i-sin(k- 2%)], comk € {0,1,2.
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Para k = 0, tem-se:

zo=1-[cos(0) + i-sin(0)] =1

Para k = 1, tem-se:

2= 1-[cos(Z) + i-sin(Z)]=—L+i- L

Para k = 2, tem-se:

N~

22 =1-[cos(F) + i-sin(%ﬂ)] = —%—i-@

Portanto, os afixo de /z dividem a circunferéncia de centro (0,0) e raio 1 em trés partes

congruentes.

Geometricamente obtém-se o seguinte resultado.

Figure 12 — Representacdo geométrica das raizes cubicas de z = 1.

\fﬁ ) j e (=]

1 Fafz]

I
b |

Fonte: Acervo do Autor.



30

4 OBTENCAO DA UNIDADE IMAGINARIA ATRAVES DA ROTACAO

Neste capitulo desenvolve-se uma abordagem sobre a aplicabilidade da forma algébrica
dos nimeros complexos e do conjugado na determinacao dos angulos entre duas retas s e r
dadas. No entanto, procura-se considerar um significado fisico a unidade imaginéria quando
considera-se como um operador algébrico que ao operar num vetor provoca uma rotagao de
90. A partir dessa consideracao, investiga-se qual serd o entendimento da forma algébrica dos
numeros complexos quando opera sobre uma reta. Faz-se uso das seguintes referéncias [1], [2],
(31, [4], [7], [14], [15] e [16].

Ora se a unidade imagindria é responsavel em rotacionar um vetor ou uma reta de um
angulo de 90, a forma algébrica passa a ser compreendida como um operador algébrico que
faz a reta girar de um angulo 6. No caso do conjugado, verifica-se que também representa um
operador algébrico responsavel pela rotacao de um angulo ¢. Como sera observado os dois
operadores ao rotacionar a reta, o primeiro gira a reta de um angulo agudo e o segundo, de um

angulo obtuso de maneira que a soma dos angulos € suplementar.

Dessa maneira existe uma aplicabilidade dos nlimeros complexos em relacdo a geometria
analitica e esse conhecimento se torna importante para uma melhor compreensao dos nimeros

complexos como operadores responsaveis por rotacdes de vetores e de retas no plano cartesiano.

Rafael Bombeli no seu trabalho de dlgebra foi quem atribui a raiz quadrada de nimeros

negativos as unidades imaginarias. Sendo assim, foi possivel resolver a equacao Como:
x+1=0 4.1)

Ou seja:
P=—l=x=tV/-1=x=4i (4.2)

Cuja solugdo € s = +i, pois v/ —1 =i, onde i € chamado nimero imagindrio ou unidade imaginaria.
Leonard Euler (170771783) usou em 1777 a letra i para representar o nimero+/— 1, chamando—o

de unidade imaginéria. Isto é:

V-1=i (4.3)

Ou
?=—1 (4.4)

Em termos geométricos a unidade imagindria representa um operador que faz um vetor
girar 90 graus. Considere, Por exemplo, o vetor representado na figura 1 que tenha um compri-
mento arbitrario a . Observe um vetor de modulo a, ao multiplicar esse vetor pelo operador i,
esse vetor tomard a direcdo dada por ai . Esse novo vetor serd perpendicular ao primeiro vetor.

Se girar novamente esse vetor de 90, o novo vetor tomara a direcdo —a e, portanto, dire¢ao
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oposta ao primeiro vetor. Portanto, tem-se que:

Figure 13 — Rotacdo do vetor quando multiplicado por i.

A

1a a

B =|90°

Fonte: Acervo do Autor.

O que mostra que a unidade imaginaria i € um operador que faz um vetor girar 90° ou

que o operador i* faz um vetor girar 180°. Isto é:

ai* = —a=i*=—1 4.5)

4.1 Importancia dos niimeros complexos na geometria analitica

Nesta sec¢do faz-se uso da forma algébrica dos niimeros complexos mostrando que pode
ser aplicada para obter os valores dos angulos entre duas retas s e r dadas. A priore mostraremos
a importancia da unidade imaginaria como operador algébrico, mostrando como utilizd-lo para
obter a relacao entre os coeficientes de duas retas perpendiculares. Em seguida, estender essa
teoria para a forma algébrica dos nimeros complexos e de que forma se pode aplicar para

determinar os angulos agudo ou obtuso entre as retas s e r.

Como se pode observar a unidade imagindria i pode ser entendido como um operador
algébrico responsavel em rotacionar um vetor de 90 e assim sendo, mostra-se a relevancia do
operador no estudo de perpendicularismo entre retas. Posteriormente, verifica-se como obter
uma dada reta com uma rotacao diferente de 90. A partir desse conhecimento, pode-se considerar
a seguinte afirmativa: “Nao existe diferentes retas que Passam por um ponto. O que existe € uma
Unica reta que se modifica com as vdrias rotacdes, sendo essas rotacdes ligadas a forma algébrica

dos nimeros complexos ou da unidade imagindria”.

Considere uma reta r de equacao reduzida

y=m,-x+b (4.6)



Chapter 4. Obtengdo da Unidade Imagindria através da rotagdo 32

Fazendo uma rotacao de 90, o que equivale multiplicar por i, obtém-se que:

Onde, y-i = —xp, isto €, a ordenada y quando multiplicada pela unidade imaginaria, o
ponto recai na parte negativa do eixo X. Além disso, x-i = y;, nesse caso, usando 0 mesmo

raciocinio o ponto que estd na abscissa positiva recai na ordenada positiva quando multiplicada

por i.
Portanto temos que:
—X1=mp-y1+i-b = mp-yy=—x1—i-b 4.8)
1 . b
Vi=——-x—li — (4.9)
my, m,
Considerando a reta 4.9 uma reta s e comparando 4.6 4.9, chegamos ao seguinte
resultado:

1
my=—— — mg-m,=—1 (4.10)
my

A expressdo 3.11 mostra que a nova reta s obtida € perpendicular a reta dada r. Isto é, as
duas retas r e s sdo perpendiculares, pois o coeficiente angular de s € igual o simétrico do inverso

do coeficiente angular da reta r, como era de esse esperar.

Geometricamente temos:

Figure 14 — Representac@o do angulo entre duas retas.

v

Fonte: Acervo do Autor.

Exemplos de Aplicacao

1-Dadaaretar:y= —%x + %, obtenha uma reta s perpendicular a reta dada.
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Solugdo:

Multiplicando r por i obtemos:
yi=—2x-itli = —xy=-2.y4i-}
De onde encontramos a seguinte reta s dada por

1
xl_z

[NSTJON]

st y1=

Interpretacdo geométrica

Figure 15 — Representacao do angulo entre duas retas da aplicacdo 1.

Fonte: Acervo do Autor.

2. Determine p de modo que asretas r: —2x+ (p—7)y+3=0es:px;+y; —13=0

sejam perpendiculares.
Solucdo:
Multiplicando a reta r pela unidade imaginéria obtém-se:

2i+(p=T7)yi+3i=0 = 2y+(p-T7)-(—x)—-3=0 =

-7
y:_(pz—)x_%

Sendo, a reta s dada por
px1+y1—13=0 = y;=—px;+13
Comparando a reta obtida com a reta s, encontra-se o valor de p.

—p:—@ = 2p=p-T7 = p=-7

4.1.1 Angulo entre duas retas

Verifica-se a seguir que a forma algébrica do nimero complexo com o seu conjugado

podem ser utilizados para determinar o angulo entre duas retas. Anteriormente, observou-se que
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a multiplicacdo da unidade imagindria antes e apds os termos de uma func¢do € equivalente em
girar, geometricamente a reta em um angulo equivalente a 90. A utilizagdo dessa técnica leva a
considerar uma relagdo entre os coeficientes angulares das duas retas.Isso nos induz a seguinte

pergunta: E para uma rota¢do que ndo seja de 90?

Neste caso, para uma rotacdo diferente de 90, devemos considerar que para girar uma
reta de um angulo 6, multiplica-se por um nimero complexo na forma algébrica z = a+ bi. Esse
fato parece mostrar que quando se multiplica a varidvel y por z = a + bi, sendo considerado
como um operador algébrico. Logo, temos que a reta do ponto de vista geométrico, sofre uma

rotacdo de um angulo 6.
Antes de fazermos qualquer demonstragdo, considere o seguinte exemplo. .

Sejam asretas r: 3x—y+5=0¢e s:2x+y+3 =0, qual o angulo formado pelas duas
retas?

Solugdo:

Note que, r : y = 3x+ 5 para obter a reta s a partir de r, multiplicando em ambos os

membros pelo nimero complexo z = a + bi, isto é:
y-(a+bi) =3x-(a+bi)+5-(a+bi) = ya+byi=23xa+3bxi+5-(a+ bi)

Considerando que yi = —x e xi =y, fazendo as operacdes apenas com os coeficientes das

varidveis x e y. obtém-se;

ya—bx =3xa+3by = y(a—3b)=x(3a+Db)

Comparando os coeficientes da ultima expressdo com os da reta s : y = —2x — 3, tem-se:
a—3b=1 a= —%
— 1
3a+b=-2 b=—53

Sendo a razdo entre a parte imagindria e a real do nimero complexo z = —% — %i, igual a

tangente do angulo formado por r e s, entdo:

.

tan(0) = = tan(0) =1

Nl—

Portanto,
0 = 45 é o angulo agudo formado por r e s.

Considerando o mesmo problema para mostrar qual o angulo entre as retas r e s, quando

r for multiplicado pelo conjugado do nimero complexo z = a + bi. Isto é:
y-(a—bi)=3x-(a—bi)+5-(a—bi) = ya-byi=3xa-3bxi+5(a—bi)

De onde obtém-se;
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ya+bx =3xa—3by = y(a+3b)=x(3a—b)
Comparando os coeficientes da ultima expressdo com os da reta s : y = —2x — 3, tem-se:

at+3b=1 a=—13
3a—b=-2 b=3

Sendo a razdo entre a parte imagindria e a real do nimero complexo z = —% + %i, igual a

tangente do angulo formado por r e s, entdo:

1
tan(0) = 4 = tan(6) =—1

(8]

Portanto,
0 = 135 € o angulo obtuso formado por r e s.

O fato de apenas operar nos coeficientes de x e y € suficiente, pois quando rotacionamos
areta r de um angulo 6, obtém-se como segunda reta, uma reta paralela a reta s, deste modo ndo
se faz necessdria operar com o termo independente. O que na verdade € o que nos importa,pois o

angulo entre duas retas serd o mesmo que o angulo entre r e qualquer reta paralela a s.
Geometricamente tem-se

Figure 16 — Representacdo do angulo obtido quando multiplica-se uma reta por z =a-+bie a
reta que foi encontrada.

reanaaT—

Ty =m.x+ hy
|8

—

[LFTEEEN

Fonte: Acervo do Autor.

4.1.2 Caso geral do angulo entre duas retas

Em muitos livro a obtenc¢do do dngulo entre duas retas € a realizada considerando a lei do
angulo externo a um triangulo e as relacdes trigonométricas. Nessa secdo, procura-se demonstrar
o angulo entre essas retas, considerando a aplicacdo do nimero complexo z = a + bi como um
operador algébrico que faz a reta rotacionar de um angulo 6. Como no caso anterior, levar-se-a

em conta apenas os coeficientes de x e y das retas r e s dadas.

Sejam as retas r e s dadas por:
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r:y=m;-x+h
s y=mg-x+hy

Considerando a reta r e multiplicando em ambos os membros pelo operador algébrico

7 = a+ bi tem-se que:
y-(a+bi)=m,-x-(a+bi)+h; - (a+bi) =

ya+ byi = myxa+ m,bxi+ hy - (a+ bi) =

y(a—bm,) = x(mya+b)+ h; - (a+ bi) (4.11)

Para que essa expressao tenha os mesmos coeficientes da reta s, tem-se que:

14+m,-m,
a—myb=1 a:—pﬂ’n%Y
f——
= — mg—my
mya+b = my b= T

Logo, a tangente do angulo 6 entre as retas r € s, pode ser determinada por:

tan(6) :g (4.12)

Substituindo os valores de a e b,na expressao 3.13, tem-se:

ms—mr
. 14+m2 — Ms—m
tan(0) = 0y = tan(6) = {7
H—m2
2

Neste sentido, se:

tan(6) >0 — 0<6< 7
tan(0) <0 — Z<O0<nm

Assim sendo podemos considerar:

tan(6) = 355

14+m,-mg

Onde podem-se calcular o angulo agudo ou obtuso entre as retas r e s.
Observacoes

1- Se no operador algébrico a parte real for nula, Isto € se a = 0 tem-se que expressao

dada por

_ 1+my-my

I+mp-ms
a= 1+m?2 =0

1+m?

Neste caso, obtém-se que:
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my-mg = —1
Isto mostra que as retas r e s sdo perpendiculares.

2- Se no operador algébrico a parte imagindria for nula, Isto é se b = 0 segue que a
expressao dada por

b= mg—ny _— ms—ny

1+m? 1+m2
Dai tem-se:

Nesse caso, observam-se que as retas apresentam o mesmo coeficiente angular, ou seja, a

reta r € multiplicada por um ndmero real (a # 0), logo a reta s é paralela a reta r.

Portanto, 0 é o angulo agudo ou obtuso entre as retas r e s dadas e z representa o operador

algébrico que rotaciona quaisquer uma das duas retas. Onde z € dado por:

z=all +i-tan(0)] (4.13)

Aplicacao

1- Dado o niimero complexo z =1-+ieumaretar:y=2x— 1 e outra reta s representada

por s : y = mx — 3, determine o valor do angulo agudo ente r € s e o valor de m.
Solugdo:
Sendoz=1+1i,entdoa =1 e b =1 e substituindo na expressdo abaixo.

tan(0) =

ISR

— tan(0) =1
Logo,
0) =45

Para encontrar o valor de m, deve-se fazer a seguinte operacdo, sendo y =2x—1 e

multiplicando em ambos 0os membros por z = 1 47, tem-se que:
y(1+i) =2x(1+i) —1(1+19)
y+yi=2x+2xi+k
y—2y=2x+x+k
y=-3x—k
Comparando areta s : y = mx — 3 com areta y = —3x — k, obtém-se que:

m= -3
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2- Qual é o nimero complexo z que transforma aretar:y = —%x + 3 sob uma rotagdo,

naretas:y=x+3.
Solucao:

Das retas obtém-se,

=

mr:_

14+m,-mg
1+m?

_ mg—my
\ b= L+m}

Q
I
(S

S
I
wioy

Assim, o nimero complexo é dado por z = % + gi

4.2 A geometria plana como recurso para solucao de problemas envolvendo nimeros

complexos

Nesta seccdo utiliza-se os conceitos de geometria para determinar a solu¢do de problemas
envolvendo sistema de equagdes de nimeros complexos, cuja a solucdo é um nimero complexo.
Neste sentido, buscou-se mostrar uma outra forma de visualizar o problema, nesse caso, faz-se
uso dos conhecimentos geométricos que vao possibilitar resolver de maneira prética o problema

proposto, antes de fazer a demonstragcdo do caso geral. Considere o exemplo a seguir.

Exemplo: Determine o nimero complexo z no sistema abaixo.

lz—3|=5
z—=5|=4
Solucao:

Note que o lugar geométrico |z — 3| = 5 € uma circunferéncia de centro (3,0) e raio S e
Iz - 51 = 4 outra circunferéncia de centro (5,0) e raio 4,cuja o ponto de interse¢io entre essas

circunferéncias sao as solu¢des do nosso problema, geometricamente tem-se:

Feito isso, considerando os triangulos retangulo ABC e DBC, aplicando o Teorema de
Pitdgoras, uma vez que a distancia entre A e D € a distancia entre os centros das circunferéncias

que é igual 42 e a d(D,B) = x,assim tem-se que:
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Figure 17 — Representacdo geométrica do problema proposto.

Fm(z)

Fe(z)

Fonte: Acervo do Autor.

52 =h>+ (2+x)?
42 = p? +x?

BN}

{52—42:(2+x)2—x2 - {x:

Com posse disso, obtém-se:
{rp=2-Gr = {1=+38
Noteque h=bea=5+nx.

25 \/331

Portanto, a solugdo € o nimero complexo z = 5 i e 0 seu conjugado.

4.2.1 Caso geral

Considere, o nimero complexo z = a + bi onde z € solucao do sistema a seguir, para
determinar o valor das coordenadas de z, utiliza-se os conceitos de geometria, forma pouco

explorada pelos livro que tratam do assunto, no sistema abaixo ai,as + b sdo nimeros reais.
|z— (a1 +Db1i)| =R
2= (a2 +bu)] = r

O lugar geométrico que representa |z — (a; +b1i)| = R é uma circunferéncia de centro em
(ay,by) eraio R e uma circunferéncia de centro em (ap, by ) e raio r representa |z — (a, + byi)| =r.

A intersecc¢ao entre essas circunferéncias € a solugcdo do sistema, geometricamente obtém-se:

Como os triangulos DCB e DCA sao retos em D, além disso considerando AD=xe

BD = a+x, onde a = |a; — az| aplicando o Teorema de Pitdgoras, nos dois tridngulos obtém-se:

R> =1h*+ (a+x)?

- {Rz—rzz at+x)?—xr = {Rz—r2:a2+2-a-x+x2—x2
r? =h?+x° ( )

De onde obtém-se:

x=— 77 (4.14)
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Figure 18 — Representacdo geométrico do problema proposto.

Re(2)

Fonte: Acervo do Autor.

Quando determina-se o valor de x, o valor de & fica também determinado, pois os
valores de R, r e a podem ser extraidos dos dados do problema. nessas condi¢cdes determina-se

as coordenadas do nimero complexo z = a + bi.

Note que, com o auxilio da representacdo geométrica os valores pode-se ver que:

z=(az+x)+ (b1 +h)i
ou (4.15)
z=(ax+x)+ (b1 —h)i

a=ay+x
b=byxh

Observacoes:

1- Antes de comecar a fazer o célculo é importante verificar se o sistema tem ou ndo
solugdo, para isso basta verificar duas situagdes: A 12 € para o caso do centro da circunferéncia
2 estiver fora da circunferéncia 1, verifica-se se soma dos raios for maior ou igual a distancia
entre os centro das circunferéncias o sistema tem solu¢do, caso contrario ndo terd. A 2% serd
no caso que o centro da circunferéncia 2 estiver no interior da circunferéncia 1, verifica-se se a
diferencga dos raios for menor ou igual a distancia entre os centro das circunferéncias o sistema

tem solugdo, caso isso nao aconteca o referido sistema nao tem solucao.

2- As solugdes neste caso sdao pontos simétricos a reta y = by. Note que se b; = 0, nestas
condigdes as solucdes serdo o nimero complexo z e seu conjugado Z, de acordo com a equacao
4.15.

3- Na equagdo 4.14, se x > 0 o ponto D que é a base da altura 4 em rela¢do ao lado AB
do tridngulo ABC fica fora do segmento AB. Mas, se x < 0 o ponto D fica entre os pontos A e B,
ou seja, a base da altura 4 fica no segmento AB. Nesse caso o valor da coordenada a = ay — x,

observe a figura abaixo para uma melhor compreensao do caso.
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Figure 19 — Representacdo geométrica do caso que o ponto D fica entre os pontos A e B.

3 ]

ai az

Fonte: Acervo do Autor.
Aplicacao

1. Encontre as solugdes do sistema, onde z € nimero complexos, tal que:

lz—1|=4
lz—4|=5
Solugdo:

Note que |z — 1| =4 é uma circunferéncia de centro em (1,0) comraio4 e [z—4| =5
outra circunferéncia de centro em (4,0) e raio 5. Logo, as solugdes sdo as interse¢des entre essas
duas circunferéncias.

Aplicando a equacgdo 4.14, visto que sdo conhecidos os raios e os centros das circunfer-
éncias, obtém-se:
427 52 32
X = —(2_; ) — x=-3

E assim, tem-se que:

a=4-3=1 N
b=+V52-32=44
z=1+4i

ou

z=1-4i

Geometricamente tem-se a seguinte representagdo para esse sistema.
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Figure 20 — Representacdao geométrica da aplicacdo 1.

Fonte: Acervo do Autor.

2. Determine caso existam as solucdes do sistema abaixo.

lz+3| =4
lz—3|=5
Solucao:

Observe que |z+ 3| = 4 é uma circunferéncia de centro em (—3,0) comraio4 e [z—3| =5
outra circunferéncia de centro em (3,0) e raio 5. Logo, as solugdes sdo as intersecdes entre essas

duas circunferéncias. Note que para que esse sistema tenha solugdo, deve-se ter:
|C,—Ci|<R+r = 3—(-3)<4+5 = 6<9

Como a sentenga é verdadeira o sistema tem solucao. Substituindo os valores dos raios e

da distincia entre os centro em 4.14, obtém-se:
42— (52467) 15
XY=—9 T X=—7%

E portanto, tem-se que:

( a:3—%:_%
—
( 2 ?T+S4ﬁl
ou
| z=-3-3;
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A figura a seguir mostra a representacdo geométrica para esse caso, onde ¢y € ¢ s20 0s

centros das circunferéncias 4 € 5 seus respectivos raios € 0s pontos z € Z sao as solugdes.

Figure 21 — Representacdo geométrica da aplicagdo 2.

- j-——-——-—————_-_

Fonte: Acervo do Autor.
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5 OUTRAS APLICACOES DOS NUMEROS COMPLEXOS

5.1 Aplicacao no movimento da lua

Sabe-se que a lua possui uma excentricidade de 0,0549006 e portanto, vamos considerar
que seja praticamente uma Orbita circunferencial. Supondo que a distancia média da terra a lua
seja de aproximadamente 385.000Km e que a 1? posi¢ao seja a lua nova localizada no eixo x.
Sabendo ainda que a lua executa uma volta completa em torno da terra num periodo de um més,
passando pelas quatro fases, podemos utilizar a 2* formula de Moive para obter a posicdo da
lua em cada dia, usando os pontos fundamentais como as fases da lua. Sabendo ainda que a

22 formula de Moive é dada por

0+ 2k 0+ 2k
ki n)+isen( Rl

V/z = /plcos( )] (5.1)

Em que n = 30 representa o periodo de aproximadamente 30 dias da lua em relagdo a
terra e que 6 = 0° pode ser dada com a primeira posi¢io da lua nova em relagio a terra. Nesse
caso, é possivel obter 30 posicOes da lua em relacdo a terra onde as quatro posi¢des determinam

cada fase da lua que recai, justamente, em cada eixo coordenado x e y.

Supondo que p = 385000000 m como a distancia média e que n = 30, tem-se que:

2k 2k
Y=V 385.106[cos(3—§) +isen(3—(;r)] == (5.2)
k k
Yz = vV 385.106[c0s(%) —I-isen(l—ysr)] - (5.3)
Logo,
k k
V7= 1,9328[cos(1—75r) +isen(£)] = (5.4)

Onde z = 385000000m seria o nimero complexo considerado para a posi¢do da lua cheia.

Vamos considerar os quatro principais pontos que determinam as fases da lua.

Para k =0, tem-se:
20 = 1,9328[cos(0) +isen(0)] = zo=1,9328 (5.5)

Representa o ponto em que a lua € lua cheia.

Para k =7,5, vem que:

75 = 1,9328[c0s(g) —l—isen(g)] = z75=1,9328i (5.6)
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Representa a fase da lua crescente.

Para k = 15, obtém-se:
z15 = 1,9328[cos(w) +isen(w)] = z35=—1,9328 (5.7)

Que ¢é o ponto que representa a fase da lua nova.

Para k = 22,5, tem-se:

3 3
2225 = 1,9328[c0s(7ﬂ:) + isen(g)] — 235 =—1,9328i (5.8)

Ponto que representa a fase da lua minguante vista da terra.

Nesses casos, observe-se que a lua crescente e a quarto minguante representam pontos
com nimeros imagindrios puros, enquanto que a lua nova e a cheia sao niimeros reais, ou seja,
raizes de nimeros reais. Todos os demais pontos da posi¢ao da lua sdo raizes de nimeros com-
plexos. Por exemplo, representar a posi¢io da lua a 45° da lua cheia. Qual seria a representacio

da lua para essa posi¢ao, representa uma raiz complexa. Observe:

Como a lua translada ao longo de uma Orbita praticamente circunferencial, podemos
considerar que os pontos médios entre as quatro fases da lua representam um poligono regular

de vértices dados por:

Figure 22 — Pontos da Lua quando se movimenta em relacdo a terra.

dm(z)
1,9328i

|1, 9328

—1,9328]"
) Re(z)

1=1, 9328

Fonte: acervo do autor.

O que mostra que todos os pontos sdo representacdes de raizes complexas. Podem-
se construir uma tabela pra mostrar esses pontos que representam as raizes com as posicoes
lunares, levando em conta algumas observacdes importantes. Os pontos ou melhor os oito pontos
representam um octégono regular entre as quatro fases da lua e os respectivos pontos médios

entre eles.
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Representacdo das y raizes complexas da localiza¢ao da lua em relagdo a terra.

Posi¢coes lunares  Numero Complexo distancia km

Lua cheia 1,9328 385000
Crescente 1,9328i 385000
Lua nova —1,9328 385000
Quarto Minguante —1,9328i 385000

Fonte: autoria prépria.

5.2 Posicao da lua considerando sua trajetoria circunferencial

A lua descreve uma orbita praticamente circular em torno do sol e suponha que as trés
posicdes do satélite natural seja dada pela raiz de ciibica de 1, ou seja, z= v/1-R, onde R é o
raio orbital da lua entorna da terra. Determinaremos as duas outras posi¢des lunar em fung¢do de

R e mostraremos ainda que ¢ valida a segunda lei de Kepler para esse caso.
Solucdo:

Nesse caso, pode-se representar o ponto z; = (a,b) e zz = (a,—b), visto que 2, e z3 sdo
simétrico em relacio ao eixo Re(z). Como as raizes de z = v/1 - R representam vértices de um
triangulo e tendo em vista que se trata de um poligono regular inscrito no circunferéncia como
se verifica pela segunda lei de Moivre. temos que a reta que passa pelos pontos z; € z» forma um

angulo de 150° com o eixo Re(z). Assim, utilizando a equac@o de feixe de retas temos que:

y— Yo = tan(6)[x —xo]
y—0=tan(150%)[x — R]
y=—{(x-R)

Interpretagdo Geométrica do problema.

Figure 23 — Representacdo das trés posi¢cdes da lua em relacdo a terra.

Im(z)

Fonte: acervo do autor.

Usando a lei dos cossenos no triangulo Oz;z;, temos que:
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I?=R>+R>—2-R-R-cos(120°)
?=2R—2-R*(-%)
I>=3.R?

1=+/3R

Como, 2b =1, logo b = ‘/R , assim os pontos z; e z3 sdo dados pelas coordenadas

2= (a,B38) e 73 = (a,— 3R,

Tomando a equag@o da reta que passa pelos pontos z; e z» e como 25 = (a, @) pertence

a essa reta, entao:

y=—%(x—R)
G =SB
a=R %R
a=—5

b

=X

Desta forma a lua ocupa as posi¢oes z; = (R,0), zo = (— @) ezz = (-8, %)

Vamos mostrar que 0 movimento da lua em torno da terra obedece a segunda lei de Kepler.
Suponha que a terra esteja no centro O da circunferéncia, uma vez que a lua orbita em torno da
terra sob uma trajetdria praticamente circunferencial. Como o triangulo z1z2z3 € equilédtero e o
triangulo Oz 7, € isdsceles, com isso o eixo Re(z) € bissetriz do angulo 7j. Considerando que a
circunferéncia de raio R tem 4rea A = TR?, podemos assim concluir que o setor circular 0z;2;
tem drea Ay = ”§ considerando também que a frequéncia angular da lua em torno da terra seja

constante, isto é:

W =

X<

Onde v € a velocidade translacional da lua, podemos concluir que o deslocamento da lua

serd de z; a 2p.

Supondo que este deslocamento da lua gaste um intervalo de tempo Az;, podemos

considerar que a velocidade da lua sera:
3 3.
n=8-2qi-4)

Aplicando 0 mesmo raciocinio para z»z3 € z3Zj, temos que:

7 Aty —_(_\/T§J)

A

€
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—>
v = AXs

__ R
Aty _A_ls(

i+ Y3 )

[\S][98)

Fazendo os médulos de vy, v, e v3, obtemos que:
=i i= v

7] = &3

W =&3+3=2V3

O que mostra que na orbita circunferencial da lua em relag@o a terra possui uma velocidade
contante. Vamos verificar que o0 movimento lunar esta de acordo com a segunda lei de Kepler, ou
seja, devemos mostrar que os intervalos de tempo At{, At e Atz sdo iguais. sendo as velocidades
19|, |v3| e |v3| constantes, dai temos:

vt | = |v3]
R _ R
arV3=a;V3

At = An

ou

73| = |73
n;V3= 35 V3
Aty = Atz

Logo, At} = At, = Atz, ou seja, a lua gasta 0o mesmo intervalo de tempo nos deslocamentos

deziaz,dezmazzedezzaz.

Verifica-se ainda neste caso que sendo o triangulo 712223 equildtero e [ = v/3R, o deslo-
camento € o mesmo nos trés percursos. Vamos verificar que se a orbita for eliptica, os tempos
Aty, Aty e Atz serdo proporcionais as dreas a ser verificadas, este serd o nosso proximo exemplo.
como cada setor circular tem area ”TRz, verifica-se de acordo com a segunda lei de Kepler que o

corpo celeste vare areas iguais em intervalos de tempos iguais.

5.3 Posicao da lua considerando sua trajetoria eliptica

Considere a seguinte figura:

Na figura acima que representa a trajetéria da lua em torno da terra, onde os pontos z;, 2o
e z3 sdo pontos em que a lua ocupa quando orbita em torno da terra. Sabendo que a drea da elipse
varrida pela lua corresponde a 7 - a - b para algum periodo 7. Vamos mostrar que a segunda lei

de Kepler € valida também para esse caso.

solugdo:
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Figure 24 — Representacdo da posicao da lua sob uma trajetdria eliptica.

Tmiz)
_a va
# Terma n=I(-3,58

& Lua

fe(z)

a 2y = (a, 0)

Fonte: acervo do autor.

vamos calcular os comprimentos dos arcos da elipse de z; a zp, de zp a zz e de z3 a z;.

Dai obtemos:

2

2
+m=1

Qlk
9
Sl

y:ig a? —x?

O comprimento do arco da elipse pode ser calculado da seguinte maneira:

c= [VFP+1dx

Onde,
—v__ b
f=y=vi=
I bx

S

Logo,
22, 20,2 2 ]
) +1= bxa;(Zz—(,axz)x), como a* = b* +¢? = b* = a® — ¢?, assim
22

) +1= pre
Definindo, e = £, dai obtém-se

a

2_.,2,2 o .
) +1= %, pode-se representar essa expressao em coordenadas polares, assim
tem-se:

;C—i + ;C—i = 1, fazendo x = asin(0) e y = bcos(0), assim

—gin?
0P +1= 200

Logo, tem-se que:
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c=/ 1-¢2sin"(6) i‘n( Ldx, como x = asin(6) => dx = acos(0)d6, entio
COS

C=a[/1—e%sin*(0)d0

Como a resolugdo desta integral ndo € de facil solu¢do. Neste caso, sabendo que a
excentricidade assume valor e << 1, pode-se expandir o integrando utilizando a férmula de

Taylor e calcular a integral de forma aproximada.

(1+h) _1+f{r‘z+hn(n 1)+h (n—31!)(n—2)+“.

1
Tomando, /1 —e2sin?(8) = (1 — %sin*(0))?

Onde, n = % eh=—e? sin2(9), dai obtém-se:

( hn __ _ezsinz(ﬂ)
[E
Rn(n—1) _  *sin*(6)
20 8
RPn(n—1)(n—2) _  €%sin®(6)
\ 3! - 16

Como a excentricidade da lua é e=0,0549 podemos usar apenas os trés primeiros termos

da série, logo:

C = af 1—e251n (e)de _ af[ e 3132(9) . e4Siré4(9)]d6

Podemos ainda considerar apenas dois termos da série, assim:

C=af[l— 3010 — o[ [ 140 — & [sin®(0)d6)]
E portanto, temos o seguinte resultado:
C=al0 — 3€*(560 — ;sin20)] +k = a[0(1 — ;e*) + ge?sin20) +k
Como, x = asin(0) e y = bcos(0), assim fazendo as devidas substitui¢des obtemos:

C = afarcsin(¥)(1 — Je?) 4 L&) g

a2
Suponha que a lua gaste um periodo de tempo 7" para varrer a drea da elipse ou percorrer

o perimetro dela. Neste caso, podemos considerar que a lua parta do ponto a e chegue ao ponto

—a. Logo, o perimetro a ser varrido €:
C = 2alarcsin(Z)(1 — }tez) + %—e xm]
Substituindo temos;
C = 2a(arcsin(—1) —arcsin(1))(1 — fe?) + 0]

C=2a[(F = 5)(1-3¢%)]
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C =2an(1— 1é%)

Se a excentricidade fosse zero, teriamos C = 2arm que € o caso do comprimento da
circunferéncia. Assim a relagdo C = 2an(1 — %ez), nos fornece o comprimento da elipse para
valores pequenos da excentricidade. Como a excentricidade da lua € 0,0549, temos condicdes de
mostra que € valida a segunda lei de Kepler, isto €, a lua vare dreas proporcionais aos intervalos
de tempos. A priore vamos entender essa ideia de comprimento percorrido pela lua. Mostraremos

ainda que numa trajetdria orbital eliptica a lua possui aceleracdo, ou seja, variacio de velocidade.

Temos, portanto, uma relagdo entre o comprimento eliptico que a lua realiza em funcao
do eixo maior a e a excentricidade e. Agora devemos analisar o deslocamento da lua e a relagdo

temporal, isto €, areas varridas e intervalos de tempo.
Logo, pondo:

(Zi=ai+0j=ai

7= —di4+ Y2

> a: 24/2b:
(| B= 73— 75J

Calculando Az; = 7> — 71, Azp = 71 — Z3 € suas respectivas normas, obtemos o seguinte

resultado.

Aoy = —3i4 b j— ||Azy|| = L V32 + 12

Rey = %i4+ 220 j — ||&z) | = 22202+ 172
Dividindo ||Az; || por [|Az,]|, temos:

3v3  /3a2+b>
Azl — 4v2 V 2a%+b?

Supondo, a > b segue que:

= 2> 1= ||Az|| > ||Az]

_ 1Az [Azz |
Vi = Aty €Vv2= Aty
Logo,
[Az1]| _ [|Az| Ay ||Ay|
Ay~ An - b= En <1= Ay > A1,

No entanto como o movimento nao € uniforme a lua apresenta uma aceleracao o que

o - ) . ~ A A .
implica em variacdo de velocidade. Seja v a razdo entre v = % evy = %, dai temos:

_Aall _ v3 /23 71
V] = At =5 3a +bA_t]
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(¢

_ lAz] _ 2v2 212 1
V2=, =3 vV2ac+b A
1

vi 33 An [3a2+b?
V2 2v2  An 2a2+b?

Conclui-se que vi > v

Isto implica que a lua aumenta sua velocidade quando se aproxima da terra e diminui

quando se afasta.

5.4 Aplicacao a Engenharia Elétrica

Em um circuito de corrente alternada, como, por exemplo, as instalacdes residenciais, as
grandezas elétricas sdo analisadas com o auxilio dos niimeros complexos, o que facilita muito os
calculos. A relagdo U = Ri, estudada na Fisica do ensino médio e que se utiliza-se de nimeros
reais, torna-se U = Zi, em que U € a tensdo, Z é a impedancia e i € a corrente elétrica, essas
grandezas passam a ser representadas através de nimeros complexos. Para que nao haja confusdo
entre i, simbolo da corrente elétrica, e i, unidade imagindria, os engenheiro usam j como unidade
imagindria na representac@o algébrica de a+ bj. Além disso, usam a notagéo |w|/ 6 para a forma
trigonométrica |w| - [cos(6) + j - sin(6)] do nlimero complexo w. Com base nesse texto, vamos

resolver o problema a seguir:

Uma fonte de tensdo, de valor eficaz 220/0?, alimenta uma carga de impedancia Z =

(104 10/)ohm. vamos obter a corrente elétrica fornecida pela fonte. ([7] p. 442).
Solugdo:
Note que:

U=Z7Zi = i=

NI

Para efetuar essa divisdo, é preferivel que U e Z esteja na forma trigonométrica.

Dos dados ja se sabe que U = 220[cos(0°) + j - sin(0°)], basta obter agora a forma

trigonométrica de Z.

Sendo Z = 10+ 10j, tem-se que:

\

1Z| = 10v2

cos(@):ﬁoﬁzg = 0 =45°
. _ 10 _ 2
Sln(e)—m—T )
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Logo, Z = 10v/2[cos(45%) + j - sin(45°)]
Assim:

i=Y = 20 [cos(0° —457) + j-sin(0° — 45°)]
= 11v/2[cos(—45°) + j - sin(—45°)]

= 1IV2PE L2 j = 1111

ou

11y/2/ —45°

Portanto, a corrente fornecida pela fonte é 112 v.

Figure 25 — Representacdo geométrica da aplicacdo 4.4

Im(z)
Z = (10, 10)
0, = 45° Re(z)
0o — 02 = —45° U = (220,0)
1= (11,—11)

Fonte: Acervo do autor.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Essa dissertacdo, mostrou que os nimeros complexos desde de sua origem meio contur-
bada, a qual levou aproximadamente 300 anos para se consolida de Cardano a Hamilton. Nesse
contexto a geometria foi de fundamental importincia para essa consolidagdo. No entanto nao
basta apenas notar que os nimeros complexos foram se desenvolvendo ao longo dos tempos,
mas também olhar para as vérias aplicacdes que pode-se fazer quando se conhece os aspectos

algébricos e geométricos desse conjunto.

A partir da utilizagdo de conhecimento geométricos, com o intuito de tentar melhorar
a compreensao e resolucdo dos problemas propostos, visto que tais nimeros possuem varias
aplicagcdes tanto na Matemadtica, quanto em outra areas como na Fisica, na Engenharia entre
outras, buscou-se mostrar que os conhecimento a respeito dos nimeros complexo tem relevancia

para o ensino basico.

Com isso mostrar a importancia de se ensinar e aprimorar o estudo dos nimeros com-
plexos, tendo em vista os aspectos geométricos como aliado para entender e resolver as mais
diversas aplicacdes. E assim dar mais importancia a parte geométrica do que apenas as operacoes
algébricas que € a mais usual. Como os nimeros complexos possuem a caracteristica de serem
representados de vdrias maneiras, isso possibilita e facilita a resoluc@o de diversos problemas,
apesar de terem uma parte imagindria os nimeros complexos sevem bem para que se possa

entender a realidade.

Portanto, com base no que foi visto ndo se pode negar a importancia dos nimeros
complexos, pois podem auxilia estudos em diversos segmentos da matemdtica e fora dela
também, estudos esses que possibilitam ampliar e conhecer novos fenOmenos e ate mesmo

compreender os que ja existem de um ponto de vista diferente do usual.
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